INEGALITE DE TAYLOR-LAGRANGE

Enoncés

Enoncés des exercices

| EXERCICE 1] [Indication ] [Correction |

Soit f: IR — IR, de classe C? et telle que : Vo € R, |f(z)] < My et |f"(z)] < M.
Montrer que, pour tout z, |f'(z)| < M; avec My = /2MyMs,.

| EXERCICE 2| [Indication] [Correction |

n
.. . . . D
Calculer la limite suivante : lim E sin —.
n—oo 1 7’1,2

p:

| EXERCICE 3| [Indication] [Correction |

Soit f une application de classe C? au voisinage de a, avec f”(a) # 0.

1
Les accroissements finis donnent f(a + h) = f(a) + hf'(a + 0xh). Montrer que }llirr(l) 0, = 5

| EXERCICE 4| [Indication ] [Correction |

Soit f une application de classe C? sur un voisinage de a.
Calculer lim flath)+ fla—h)—2f(a)

h—0 h2

| EXERCICE 5 | [Indication ] [Correction |
Soit f : IR — IR une application de classe C* telle que Vn € IN, f(™(0) = 0.

On suppose qu’il existe A > 0 tel que que : Vo € IR, Vn € N, ‘f(”)(:c)| < nl\".

Montrer que f est identiquement nulle sur IR.
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INEGALITE DE TAYLOR-LAGRANGE

Indications, résultats

Indications ou résultats

| INDICATION POUR L'EXERCICE 1| [Retour & I'énoncé]

Appliquer l'inégalité de Taylor-Lagrange a f sur [z, z + h] et sur [z — h, x].

My h

En déduire |f(z + h) — f(x — h) — 2hf'(x)| < h? M, puis |f'(z)] < TO + EMQ.
z . 5 . . , . 4 MO h
Etudier I'application ¢ définie sur IR™ par ¢(h) = e + E]\/[Q.
| INDICATION POUR L’EXERCICE 2| [Retour & I'énoncé]
Appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a t +— sint entre 0 et x.

n n 1
Siu, = pz:; sin % et v, = 2 % = n;;L , en déduire une majoration de |u, — v,|.

. 1
Finalement, constater que u,, tend vers 5 quand n — +o00.

| INDICATION POUR L’'EXERCICE 3] [Retour & 'énoncé|

Appliquer Taylor-Young : f(a+ h) = f(a) + hf'(a) + %f”(a) + o(h?).
Comparer avec les accroissements finis et en déduire f'(a + 6,h) = f'(a) + %f”(a) + o(h).
Prouver alors 'existence de ay, dans |0, 1] tel que f'(a + 0,h) — f'(a) = 0, h f"(a + aph).

| INDICATION POUR L'EXERCICE 4| [Retour & I'énoncé]

Appliquer I'égalité de Taylor-Young pour évaluer f(a + h) et f(a — h).

| INDICATION POUR L'EXERCICE 5 | [ Retour & I'énoncé]

Appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange au rang n — 1, entre 0 et z.
En déduire |£(x)| < ()| puis f(r) = 0 sur |4 4]

Considérer ensuite g : x — g(x) = f (x + %) Généraliser enfin a d’autres translations.
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INEGALITE DE TAYLOR-LAGRANGE

Corrigés
Corrigés des exercices
]CORRIGE DE L'EXERCICE 1\ [Retour a 1'énoncé |
Soient z dans IR et h dans IR™™.
On applique I'inégalité de Taylor-Lagrange a f entre x et x + h, et entre x et x — h.
h? h?
On obtient : |f(x + h) — f(z) — hf'(x)] < ?Mg et |f(z —h)— f(x)+hf'(z) < ?MQ.
On en déduit |f(z + h) — f(z — h) — 2hf'(z)| < h?M,.
Il en découle |2hf'(z)| < |f(x+ h) — f(x — h)| + h* My < 2My + h* M.
My h
Et finalement, pour tout A > 0, on constate que |f'(x)| < 70 + 2M2
y . . , . 4% MO h
Notons ¢ Iapplication définie sur IR™ par ¢(h) = - + 2M2
My, M.
Pour tout h de IR™, on a ¢'(h) = _h_20 + 72
/2 M,
— Si My > 0 le minimum de ¢ est atteint en hg = MO’ et vaut 2MyMs.
2
On a |f'(x)] < ¢(h) pour tout h > 0, donc |f'(z)]| < p(hg) donc |f'(x)| < /2MyMs,.
— Si My =0, c’est-a-dire si f” est la fonction nulle, alors f est une fonction affine.
Mais par hypothese f est bornée sur IR. Donc f est constante.
Sa dérivée est donc la fonction nulle et |f'(z)| < /2My M, est encore vrai.
Conclusion : pour tout = de IR, on a 'inégalité |f'(x)| < v/2MyM,.
CORRIGE DE L'EXERCICE 2\ [Retour a 1'énoncé |
On applique l'inégalité de Taylor-Lagrange a ’application ¢ — sint entre 0 et x.
3
Pour tout x de IR, on a |sinz — :c\ < z‘
. 1
Posons u,, = Zsm% et v, = % = n;q; )
p=1 p=1
n n n 3
. _ . P p D
On trouve alors : |u, — v,| = Z<Smﬁ_ﬁ> SZ Smﬁ—ﬁ < et
p=1 p=1 p=1
(n + n*(n+ 1) _ (n+1)2
O = .0 déduit |u, — v,| < ——+—
er n en déduit |u, —v,| < Y
, . ) 1
Il en résulte lim (u, —v,)=0.0Or lim v, ==
n—-+4oo n—-+oo 2
Finalement, on constate que u, = v, + (u, — v,) tend vers = quand n — +00
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INEGALITE DE TAYLOR-LAGRANGE

Corrigés

’CORRIGE DE L'EXERCICE 3\ [Retour a I'énoncé |

On applique la formule de Taylor-Young : f(a + h) = f(a) + hf'(a) + h;f”(a) + o(h?).

On compare avec I'égalité donnée par les accroissements finis : f(a +h) — f(a) = hf'(a+ 0xh).
Pour h # 0, on en déduit f'(a + 0,h) = f'(a) + %f”(a) +o(h).

Les accroissements finis donnent «y, dans |0, 1] tel que f'(a + 0,h) — f'(a) = Ophf"(a + axh).
En reportant, on obtient 1'égalité ), f"(a + aph) = %f”(a) +o(1).

3/"(a) + o(1)

" est continue et f”(a 0. Pour h assez petit on peut donc écrire 0, = =————~.
f f"(a) # p p b= i anh)

DO —

On fait tendre h tend vers 0 (f” continue) et on trouve }llirré 0, =

CORRIGE DE L'EXERCICE 4 | [ Retour & I'énoncé]

On applique la formule de Taylor-Young : f(a + h) = f(a) + hf'(a) + h;f”(a) + o(h?).
On en déduit f(a —h) = f(a) — hf'(a) + h;f”(a) + o(h?).

Par conséquent f(a+ h) + f(a —h) —2f(a) = h%f"(a) + o(h?).

On en déduit finalement : }llirr(l] flath)+ f(ha2_ h) = 2/(a) = f”(a).

CORRIGE DE L’EXERCICE 5\ [Retour a I'énoncé |

On écrit I'inégalité de Taylor-Lagrange au rang n — 1, entre 0 et x :

2 "

T

@)= 1) =2 (0) - 5 f<"1<>\_ ,sup\f )|

n!
Compte tenu des hypotheses, ce résultat devient : |f(x)| < [(Az)™].

Si on se place sur ] SUBY [ et si on fait tendre n vers +oo, on trouve : f(z) = 0.
Par continuité, on a alors f(z) = 0 sur [—%, %]

Il en découle que f ainsi que toutes ses dérivées sont nulles en %, avec € = *£1.
On considére maintenant l'application ¢ : x — g(x) = f (x + %)

L’application g est de classe C* sur IR et pour tout n, g™ (z) = f™ <x + %)
On a donc encore g™ (0) = 0 pour tout n et les inégalités : |g™(z)| < nIA™.

On en déduit comme précédemment que g est identiquement nulle sur [—%, %]

Autrement dit, f est identiquement nulle sur [—%, %]

En procédant ainsi a des translations successives, on constate que f est nulle sur IR.
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